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Resumen

En este trabajo se estudia los modelos de regresion con error de medida, que son utiles
para describir diferentes fenomenos en diversas areas del conocimiento. A este modelo se
adiciona la posibilidad de considerar observaciones censuradas para la variable respuesta.
Esto es relevante, una vez que en varios estudios la respuesta observada esta sujeta a limites
de deteccion maximos o minimos. En este contexto, estudiamos la forma de desarrollar la
estimacion de los parametros del modelo con error de medida multivariado y observaciones
censuradas considerando la distribucion Slash; es decir, estudiamos la forma de desarrollar los
procedimientos de estimacion e inferencia robusta, en el sentido de utilizar una distribucion
que acomode de forma mas eficiente observaciones outliers de lo que la distribucién normal.
Con la implementacién del algoritmo MCECM, que es una extension del algoritmo EM,
determinamos los estimadores por méaxima verosimilitud de los parametros del modelo de
regresion lineal multivariado con errores de medida y respuestas censuradas basado en la
distribucion Slash multivariada.

Palabras claves: Algoritmo EM, datos censurados, distribucion normal independiente,
modelos con error de medida, distribucion Slash.

Abstract

This paper studies regression models with measurement error, which are useful for describing
different phenomena in various areas of knowledge. The possibility of considering censored
observations for the response variable is added to this model. This is relevant, since in several
studies the observed response is subject to maximum or minimum detection limits. In this
context, we studied how to develop the estimation of the model parameters with multivariate
measurement error and censored observations considering the Slash distribution; that is,
we studied how to develop the estimation and robust inference procedures, in the sense of
using a distribution that accommodates more efficiently outliers observations than the normal
distribution. With the implementation of the MCECM algorithm, which is an extension of
the EM algorithm, we determine the maximum likelihood estimators of the parameters of the
multivariate linear regression model with measurement errors and censored responses based on
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the multivariate Slash distribution.
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models, Slash distribution.

1. Introduccion

Los modelos con error de medida (MEM) son
utiles para describir diferentes fenomenos en
diversas areas del conocimiento. Sonutilizados
para comparar dispositivos de medicion
que varian en costo, tiempo y eficiencia.
Aun cuando haya modelos que consideran
la existencia de covariables mal medidas,
muchos de ellos no consideran observaciones
censuradas para la variable respuesta. Esto
es relevante, una vez que en varios estudios
la respuesta observada estd sujeta a limites
de deteccion maximos o minimos. En este
contexto, estudiamos la forma de desarrollar la
estimacion de los pardmetros del modelo con
error de medida multivariado considerando
la distribucion Slash con observaciones
censuradas; es decir, estudiaremos la
forma de desarrollar los procedimientos de
estimacion e inferencia robusta, en el sentido
de utilizar una distribucion que acomode
de forma mas eficiente observaciones
outliers de lo que la distribucion normal. El
objetivo fijado es el siguiente: Determinar
los estimadores por maxima verosimilitud, a
través de la implementacion de alguna de las
extensiones del algoritmo EM, en el modelo
de regresion lineal multivariado con errores
de medida y respuestas censuradas basado en
la distribucion Slash multivariada.

Matos et al. (2018), desarrollaron una
técnica para la estimacion de parametros de
un modelo multivariante de error de medida
y observaciones censuradas considerando
la distribucion t-Student. Sin embargo, la
distribucion t-Student forma parte de una
familia de distribuciones a la que también
pertenece la distribucion Slash y seria
interesante extender esta idea a esta otra
distribucion.

En este trabajo investigamos el
siguiente problema: ;Se puede obtener
procedimientos de estimacion e inferencia
robusta en modelos de regresion con errores
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de medida y datos censurados usando la
distribucion Slash multivariada?

II. Materiales y métodos

Los modelos de regresion multivariado son
herramientas estadisticas utilizadas para
analizar la relacion entre multiples variables
independientes y una variable dependiente,
lo que los hace aplicables en una amplia
variedad de campos y situaciones. Entre los
usos comunes de los modelos de regresion
multivariado tenemos modelos de prediccion,
de analisis de impacto, de control de calidad,
de econometria, de optimizacion de procesos,
entre otros.

Equivalentemente, los modelos de
regresion con errores de medida son utilizados
cuando las variables independientes o
dependientes en un modelo de regresion
contienen errores de medicién. Es decir,
cuando las observaciones de las variables
no son perfectamente precisas y contienen
algtin grado de error aleatorio. Estos modelos
se desarrollan para abordar la presencia de
errores de medicion, lo que puede afectar la
validez y la precision de las estimaciones de
los parametros en un modelo de regresion
estandar. Con estos modelos se busca
proporcionar estimaciones mas precisas y
validas en presencia de estas limitaciones.

Por otra parte, los modelos de
regresion con errores de medicion y datos
censurados son aplicados cuando se enfrenta
a situaciones en las cuales las variables de
interés estan sujetas a errores de medicion
y, ademads, algunas observaciones estan
censuradas. La censura ocurre cuando no
todas las observaciones tienen informacion
completa, ya sea porque estan truncadas
(limitadas en su rango observado) o porque
solo se conoce que la variable estd por debajo
o por encima de cierto umbral.

Entre algunos puntos a considerar
en los modelos de regresion con errores de
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medicién y datos censurados tenemos los
siguientes:

1. Errores de medicion: Al igual que en
los modelos de regresion con errores
de medicion estandar, estos modelos
buscan corregir el sesgo introducido por
los errores de medicion en las variables
independientes o dependientes.

2. Datos censurados: La censura puede
complicar el andlisis de datos, ya que
algunas observaciones no proporcionan
informacion completa sobre la variable
de interés. Los modelos de regresion en
este contexto tratan de tener en cuenta
la censura al estimar los parametros del
modelo.

3. Métodos de estimacion: Para abordar
tanto los errores de medicion como la
censura, se pueden utilizar métodos de
estimacion robustos. Los métodos de
maxima verosimilitud y métodos de
estimacion por ecuaciones de estimacion
generalizada (GEE) son comunmente
empleados.

4. Modelos de supervivencia con errores
de medicion: En el caso de datos
censurados, se pueden emplear modelos
de supervivencia o modelos de tiempo
hasta el evento. Estos modelos se utilizan
para analizar el tiempo hasta que ocurre un
evento particular, y pueden integrarse con
consideraciones de errores de medicion.

5. Técnicas de imputacion: En algunos casos,
se pueden utilizar técnicas de imputacion
para manejar datos censurados. Estas
técnicas imputan valores para las
observaciones censuradas basandose en la
informacion disponible y en el modelo de
regresion.

Desde que en estos modelos de regresion
con errores de medicion y datos censurados
se tienen situaciones donde se enfrenta a la
presencia simultanea de errores de medicion
y datos censurados, se requieren enfoques
estadisticos especificos para manejar ambos
desafios y obtener estimaciones confiables de
los parametros del modelo.

En esta investigacion implementamos

una de las extensiones del algoritmo EM
para obtener los estimadores de maxima
verosimilitud, utilizando el  software
estadistico R (version 4.4.1 o posterior). de
los parametros del modelo que nos permiten
obtener procedimientos de estimacion e
inferencia robusta en modelos de regresion
con errores de medida y datos censurados
usando la distribucion Slash multivariada.

III. Resultados y discusion

3.1 Distribucion normal independiente

La familia de distribuciones normal
independente ha sido investigada por varios
autores, entre ellos Andrews y Mallows
(1974) y Lange y Sinsheimer (1993).

Una distribucion normal independente
(Lange y Sinsheimer, 1993) o simplemente
distribucion NI es definida como el vector
aleatorio p—dimensional

Y=u+U"Z, (1)

donde U € R” esun vector de locacién
(constante), Z es un vector aleatorio normal
con vector de medias 0, matriz de covarianzas
2 y U es una variable aleatoria positiva
con funcion de distribucion acumulada (fda)
H (u,v) y funciondedensidad de probabilidad
(fdp) h(u,V), indexado por el parametro V
, independiente de Z . Dado U, Y sigue
una distribucion normal multivariada con
vector de medias £/ y matriz de covarianzas
u'S, o sea, Y|U=u~Np(,u,u‘12). En
consecuencia, la fdp de ¥ es dada por

(2)

donde ¢p (.; ,u,Z) representa la fdp de la
distribucion normal p—variada con vector
de medias 4 y matriz de covarianzas X .
Un caso particular de esta distribucion es la
distribucion normal, para el cual U =1.

F()=[ 8, (v a0u"S)dH (u,v),

La familia de distribuciones normal
independente incluye modelos tales como
las distribuciones t-Student, Slash, normal
contaminada, entre otros. Todas estas
distribuciones tienen colas mas pesadas que
de una normal y pueden ser usadas para
inferencia robusta.
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3.2 Especificacion del modelo

Sea ¥, =(Y,,... l,) el vector de respuestas para la i-ésima unidad experimental, donde

Y,-j es la j-ésima respuesta observada de la unidad l(l =L..,n,j=1. ) . Siguiendo a Barnett
(1969), el modelo con error de medida multivariado es formulado como

Xi=x+¢ y Yi:a+ﬂxi+ei 3)
donde

X, es el i-ésimo valor observado de la covariable para la unidad i;
X; es el valor no observado (verdadero);

T s ey
e, =(e;....e, ) esun vector de errores de medicion;

1

a=(a,..q, )T y B=(B.... )T son vectores con los parametros de regresion.
Sea €,=(&,.¢/ )T y z,=(x,.7/ )T =(2,.....2, )T . Entonces, (3) implica en
Z =a+bx,+¢ =a+Br, i=L...,n, (4)

en que g = 30 a )T yb=(Lp" " son vectores px1,con p=r+1, B= [b;lp] €s una matriz
pX(p-l-l) onde I es la matriz identidad de orden p y . —(x & ) .

De (4), la distribucion de Zi se torna especificada una vez que la distribucion de 7; es
especificada. Usualmente es utilizada una suposicion de normalidad, tal que

X, o> 0
2o |7 ) g
g, Op Op Q

0,= (0,...,0)T es un vector px1, Q= diag(¢12,...,¢;) .

Bajo normalidad, marginalmente x, ~N ( ,ux,az) y &~N » (O,Q) son independientes
Vi=1,...,n.

Con el fin de obtener una estimacion robusta de los parametros en el modelo, substituimos
la normalidad de la suposicion (5) por la distribucion Slash, quedando

. 20
}/; _ x, ~Sl]+ ILlX , O-x P , 1% ’ i:l,___’n (6)
& 70, o, @

Utilizando la Ecuacion (1), esta formulacion implica que

X 0_2 OT
{’}\Uﬁuwmw {ﬂ} u;‘[ * 71|, U, ~ Beta(v,1).
g, 0, 0, Q

para i =1,...,n. Como consecuencia,

x |U, =u, ~N(,ux, - 2)y (7)
&|U;=u;~N,(0,.u,'Q). (8)
Ademas de eso, & ~ S/, (0,v) y x, ~Sl(,ux,aj,v).

Por la Ecuacion (4), Z~SI (u,Z.,v),i=l..,n, siendo H =a+bu, vy
T =0.bb"+Q.

Considerando ahora el modelo con observaciones censuradas, en este caso tenemos
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que la respuesta Z,j no es totalmente observada para todo i, j. Lo que observamos, para cada
i=1,..,n, es el vector aleatorio J, = (Vil""’Vip )T, tal que si K; es un nivel de censura,

Z.,siZ.>k.
=l iz <k, 9)
i [/

El modelo definido por (3), (6) y (9) es denominado Modelo con error de medida
estructural y respuestas censuradas basados en la distribucion Slash (MEMC-SI). Por
conveniencia, escogimos trabajar con el caso de censura a la izquierda, pero los resultados son
facilmente extendidos para otros tipos de censura.

El MEMC - SI puede ser formulado em una representacion jerarquica flexible que es
util para la obtencion de las derivadas. Es obtenida a través de las ecuaciones (4), (7) y (8) y
es dado por

Zl.|xl.,Ul.:ui~Np(a+bxl.,ui’lQ), (10)
xl.|Ul.:ul.~N(,ux,ui_10'f), (11)
U, ~Beta(v,1),i=1,...n, (12)

Proposicion 1. Considere la representacion jerarquica del MEMC —SI dado en (10)-
(12). Entonces,

y7a +JbeQ_1(zl. —a) o’
1+’ Ty (1+02b'Q7D) |

x|U =u,Z, =z, N

La prueba sigue de la relacion f(xi |U1~,Z,-) o« f(Z,- ‘xia”i)f(xi ‘”z) , en que f() denota
una fdp genérica.
3.2.1 Distribucion Slash multivariada

La distribucion Slash multivariada, denotada por S/, ( ,U,Z,V), puede ser derivada a
partir del modelo de mixtura (1) cuando la distribucién de U es Beta(v,l), con O<u<ly
v >0. Su fdp es dada por

Il
<
S
S
N
i
ki
ot
8]
L
Ny

F(y)=58L(y:u2v)= VJ.LMH , (y,.;,u,u’lZ)du

donde V es el pardmetro de formay o, = ( V= ,u)T > ( V= ,u) es la distancia de Mahalanobis.
Lafdade Y es denotada por SLp ( | ,u,Z,V) y cuando V | 9, la distribucion Slash se reduce
a la distribuciéon normal.

El vector aleatorio Y admite la representacion estocastica

Y=u+U"Z,Z~N,(0,%), U ~ Beta(v,1), (13)

donde Z y U son independientes, y Beta(a,b) denota la distribucion beta.

En la Figura 1, podemos observar la variacion de las curvas de la distribucion Slash
para diferentes valores de V y vemos como ellas se aproximan a la normal cuando el valor de
V crece.
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Figura 1

Distribucion Slash para diferentes grados de libertad, comparados con la curva normal es-
tandar

04

f.slashix)
0.2

0.1

A continuacidn, revisamos las siguientes proposiciones que son importantes en la
implementacion del algoritmo EM, utilizado en el calculo de las EMV de los pardmetros en
este modelo.

Proposicion 2. Los momentos reciprocos

1%

E[U™]= —

existen para V > m .
Proposicion 3. Suponga que ¥ ~ S/, ( ,LI,Z,V) . Entonces,

. 1
E[Y]= —;
i) E[Y] sV > =

COV[Y] ZLZ,V >1.
i) v—1

Proposicion 4. Sea X ~ S/, (,LJ,Z,V). Si ae R’ y B esunamatriz ¢X p con r(B):q
, entonces,
Y=a+BX ~SI, (a+B,u,BZBT,v).

La prueba puede ser encontrada en Fang et al. (1990) para la clase de distribuciones
elipticas, clase mas general que contiene a las distribuciones normal independientes.

Proposicion 5. Sea ¥ S/, (,Ll,Z,V). Considere la particionde Y, &£ y 2 como
Y 2 by
Yz{ 1i|“u=|:/11:| y Zz{ 1 12:|
Y, Hy 2, X
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en que Yl y H, son vectores P, x1 y 211 es una matriz P; X pP;. Entonces
Sl (lul’ 11’ )

Y, | Y=y ~SI, (,u21, 221,V+p1),donde

i)

Hyy = Hy +2212;11 (J’1 _/11)

222.1 = 222 - 22121711212

La siguiente definicion es importante en el calculo de la funcion de verosimilitud.

Definicion 1. Sea ¥ ~SI, (,U,Z,V) y D un conjunto de Borel en R”. Decimos que el
vector aleatorio Z tiene una distribucion Slash truncada en D cuando Z tiene la misma
distribucién que Y | (Y € D). En este caso, la fdp de Z es dada por

S1 (Z|,u,2,v)
T viD)=—~———~

Slp(Z|/’l9 9V9 ) P(YED) D(Z)9
donde 1, () es la funcion indicadora de D, o sea, ]D(Z) =lsizeDy I, (Z) =0 en otro
caso. Aqui usamos la notacion Z TS, (,u,Z,V;D). Si D tiene la forma

Dz{(xl,...,xp)eR”;xlSdl,...,xpsdp}, (14)

entonces usamos la notacion (Y ED) (Y <d) donde 4= (d ,,dp)T. En este caso,
P(YSd) Sl,(d | p,Z,v). Note que podemos tener d =+w,i=1..,p

3.3 Funcion de verosimilitud:

Como en Matos et al. (2018), particionamos Z, en las componentes observadas y
censuradas, Z, —vec(Z A C) donde ZO € R” esta formado por componentes observadas,
Z; € R™ esta formado por componentes censuradas y VeC denota la funcidn que apila vectores.
De la misma forma, consideramos V, —vec(Vl",Vl") Z ~Sl (,uz, ), U, = vec(yz ,,uz) y

e o c . . ¢
>, =[ : = |, donde k; es el vector con los correspondientes niveles de censura para Z; .
DD Vo

Por la proposicion 5, tenemos que

~SE (10,220v) y 20|20 =20 ~ SL, (10,25 v+ p,), (15)
donde
=+ 2L E) (2 ),y (16)
S S ol P B (17)

o, . . . 0 1. g
La muestra observada para la i-ésima unidad experimental es {z/,k; } y la verosimilitud
asociada es

L(0)=PW; =k 1Z) =2))f (=),

en que f () es la densidad marginal de z; . Pero V' =k’ si y solamente si Z; <k’ . De esta

i
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forma, por la Ecuacion (15) obtenemos que la funcion de verosimilitud de la i-ésima unidad
experimental es:

z9

Li(ﬁ) = Sch (k; |y§°,2§“'o,v+po)Slp0 (z) | 1, 2%,v),
y que puede obtenerse considerando tres casos diferentes:
1) Si el i-ésimo individuo no tiene componentes censurados:

1 VF(?JH/)P](];JH/,?)
L(0)=S,(z|u,,2,,v) =_[Ovu""1 p(zl. |/12,u_122)du =

P
r 152"
2 i
(27)2 2(2)

que es la fdp de la distribucion Slash multivariada en el punto Z;, 5, es la distancia de
Mahalanobis, y P. (a, b) es la fda de la distribucion Gama (a,b) , con media % , evaluada en x.

ZZ

i1) Si el i-ésimo individuo tiene solo componentes censurados:
ko ok
L,(0)=SL, (k| w,z.v)=]"..]

o 1
v v-1 -1
Iovu p(zl.lyz,u Zz)dudzlp...dzil,
i11) Si el i-ésimo individuo tiene componentes censurados y no censurados:

—00

L (0) =SL, (k' | " X2 v+ p,)SI, (27 | 2 27, v) =

v p"+v B p”+v,5i
2 2 2
1 o,
Po. — o132
(27)> zgoz(@)
2

donde &7 =(z{ — uf ) (2 )_l(z;’ —ul)y 1y X7 son dados por las ecuaciones

z

(16) y (17), respectivamente.

ki k‘;c- 1( + vtp,-1 c co —lzcc.o d d c d c
JRres I A\ p,)u @, \zi | 1 u 257 )dudz,, ...dz;

Desde que el célculo de la verosimilitud no tiene expresiones de forma cerrada, es
aproximada utilizando métodos computacionales (en este trabajo, por su simplicidad, utilizamos
la regla del trapecio), basados en el hecho que dado que la fdp de la distribucion Slash es

1
_ v-1 -1 T
f(Zi)—IOV” p(Zi|luzﬂu Zz)du,con z,=(2ys-.n2,) > tenemos que

P(Z <z)= r“ ...Izip _[Lvuv_l : (zl. | ,uz,u_lZZ)dua’zip...afzi1

= J.LvuV*IJ.:. : J.i;¢p (zi | ,uz,uflﬁz)dzip c.dz,du
= J.;vuv_1 p(zi | ,uz,u_]EZ)du

donde ¢p ( | ,u,Z) es la fda de la distribucion normal p-variada. En este trabajo, la regla del
trapecio fue usada con m =1000 particiones del intervalo (0, 1), y para calcular la fda de la
distribucion normal p-variada fue utilizado la libreria mvtnorm del R, disponible en el CRAN.

La log-verosimilitud asociada a la muestra completa es

1(6) =2, fogL,(9)

160



Investigacion ne 32,2025

Modelos de regresion con errores de medida y datos censurados... ISSN i: 1684-0089 / ISSN v: 2709-8583

3.4 Algoritmo MCECM:

El algoritmo EM (Dempster et al., 1977) es un popular algoritmo iterativo para calcular
estimaciones de pardmetros via maxima verosimilitud en modelos con datos faltantes o en
modelos que pueden ser formulados como tal. En circunstancias como las que prevalecen aqui,
la maximizacion de la funcion de log-verosimilitud con base en los datos observados es dificil
de ejecutar debido a la presencia de integrales sin solucion analitica.

Ademas, algunas veces la maximizacién tiene que ser realizada por bloques del
parametro 6 utilizando el algoritmo ECM (Meng y Rubin, 1993). Sin embargo, en algunas
aplicaciones del algoritmo EM (o ECM), el paso E no puede ser obtenido analiticamente y
debe ser calculado por simulacion. Wei y Tanner (1990) propusieron el algoritmo EM Monte
Carlo (MCEM), en el cual el paso E es sustituido por una aproximacion de Monte Carlo basado
en un gran numero de simulaciones independientes de los datos faltantes. El algoritmo MCEM
puede ser resumido em los siguientes pasos:

Paso E: Calcule la esperanza condicional (en la log-verosimilitud) de los datos

.. . . .,k , .
faltantes condicionado a las variables observadas y a la estimacion 9( ) en la k-ésima etapa
del algoritmo, via integraciéon por Monte Carlo, o sea, simule M conjuntos de valores para

Ak

x,UvZO,e( | y calcule

M

A (k) A (k) 1
0018")=£[1.(012.)12,,8" |~ L3 1. (01 2.).

Ak
Paso M: Maximizar Q(.|0 ) con relacion a 6, o sea, obtener
~(k+1

) A (k)
0 =argmax,0(0]0 ).

La proposicion siguiente es util para obtener las esperanzas en el paso E del algoritmo
MCECM, que sera utilizado para calcular las estimaciones de maxima verosimilitud de los
parametros en el MEMC-SI.

Proposicion 6. Para el MEMC - SI ,

Pl(p+v+l,5’)
_pt2v 2 2

E[U.|Z =z]= ,
[z| i Zl] é\l P(p_'_vé‘,j
2 72

donde 5, es la distancia de Mahalanobis, que fue definido anteriormente, y P, (a,b)
denota la fda de la distribucion Gama(a,b) , con media con media % , evaluada en x.

3.4.1 PasoE

T T
Sea z :(ZIT,,_,,ZHT)T cx=(x,..0x,)  u=(upeu,) y QZ(QT,'BT’ﬂX,Gf,¢T)T
el vector con todos os parametros en el modelo. Ademas de constantes que no dependen de 8,
la log-verosimilitud completa asociada a los datos completos Z, = (Z ,x,u) es dada por

L, (6’ | ZC) oc —%Zillog@z —%Z:’lui (Zl. —a—bx, )T Q' (Zi —a —bxl.)

n 1 n
_Elogof e Do (% — )2.

X

(18)
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. . . ., o~k
Suponga que en la k-ésima etapa del algoritmo obtenemos una estimacion 9( ) de 0. El
paso E consiste en el calculo de la esperanza condicional

0018")=E,,[1(012)17].

. , . ~(k
donde Eé(k) significa que la esperanza esta siendo afectada usando 9( ) comczk)el valor

verdadero del pardmetroy ¥ =(1;,....V;, )T % 1 paso M consiste en maximizar Q(.|0 ) en 6.

Para hacer eso, observe que la funcion Q(.|0 ') puede ser descompuesta en
A~ (k) A (k) A (k)
0010 )=0(a, 5,410 )+0,(1,,0710 ), (19)
donde ¢ = (¢12,. . .,¢;), y

A (k) | Q— _
0@ pp10)-E,, {—gz;log@z S (ziambn) @2 b)) V}

(20)

A~ (k) n 1 n 2
0,(u,,0010 )= Eém {—Elogof 557 Zi:]ui('xi _/‘x) | V}'

Dada esta descomposicion, podemos reducir el problema a la maximizacion de dos

~ (k) ~ (k)
funciones independentes, buscando puntos criticos de Q,(.|0 ) y O,(.|0 ) separadamente.
(k)

A Ak
Expandiendo las expresiones de O,(.|0 ) y 0,(.|0 ') y tomando esperanzas, sigue que

A (k) n 1 n w17 oS . _
O(a,B,910 )=_§Zf:110g¢.f2 —Ezi_][tr(U 1uzf)—2aTU "uz, — 2uxz,U™'b

+a™U"au, +2a"U "bux, +b"U 'bux’], (21)

~(k n - o~ ~
Qz(,ux,of | 9( )) = —%logcf - ZH(uxiZ —2pu,ux, +lu§ui)a

20}
donde tr(') denota la traza de una matriz,

uz} =EWU,ZZ[ V),  uz,=EUZ|V,],

1 1 1

u, = E[U, | V], wez, = E[UxZ] V],
we, = E[U,x, | V], wx? = E[UC | V],

., A (K o .,
omitiéndose 9( ) para simplificar la notacion.

Para obtener expresiones para estas esperanzas, usaremos una propiedad de la esperanza
condicional: Se X y Y son vectores aleatorios arbitrarios y f () es una funcién medible,
entonces

ELEX |Y)|f(Y)]=E[X|f(Y)]. (22)

Para una prueba, ver Ash (2000, Teorema 5.5.10). Ahora, observemos que por (9), V,
es una funcion de Z ;- Entonces, por la propiedad de la Ecuacion (22), podemos escribir
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w2 = BWU,Z,2] V)= ELEU.Z, 20 | 21V,
ZZZ\i=E[UiZ[|I/i]=E[E[UiZi|Zi]|I/i] y (23)

E[U, |V,]= ELE[U, | Z1|V,).

Z'ti
Utilizando la Proposicién 6 sobre esperanza condicional E[U . | Z,] obtenemos los
resultados de las siguientes expresiones para u,, uz,, y uz. , considerando tres diferentes

casos:

1) El i-ésimo individuo no tiene componentes censurados. Aqui, Vl =7 ; » entonces
12 Pl(]zj+v+l,i"j )
w = EU, V1= E[U, | 2] =5 5
i P £ + V, i
2 2

uz, =E[UZ |V=E[UZ |Z]=E[U,|Zz =ucz, .

~

T

;Z? :E[UiZiZiT V] :E[UiZiZiT | Z,1=EU,| Z,]z;, = u;z;z;

con O; siendo la distancia de Mahalanobis y P. (a, b) es la fda de la distribucion Gama (a, b)
, con media a , evaluada en el punto X.

i1) El i-ésimo individuo tiene solo componentes censurados.

Por (9), Z,-SK,», donde Ki es el vector con los niveles de censura para el
individuo 7. Asi, por la definicion de la distribucion Slash truncada, tenemos que
Z |(Zi SKI.) ~ TSI, Euz,zz,v;Di), donde D, es como en (14) con d =K, . Entonces tenemos

w9 Pl(g+v+l,5“)
uiZE[E[Ui|Zi]|Vi]=E[E[Ui|Zi]|ZiSKi]=E Py |Z, <K, |,
5, (p 5,-)
i Bl —+v,—*
p S
-~ +2VPI(2+V+1’2J
uz, = E[EIUZ, | Z,]|V,]=E p5 S Z,|1Z,<K, |,
i P](p+v’lj
2 2
P(§+v+1,5"j
277, <K, |

o~ 1
! = E[EU22] |21V} E| 222 -
i P](p_i_vjlj

El i-ésimo individuo tiene componentes censurados y no censurados.
0 c .
Descomponemos el vector ¥, en dos subvectores, Z; y k;, correspondientes a las
observaciones no censuradas y a los niveles de censura, respectivamente. Particionamos el
. . c c
vector Z, como Z = vec(Zl.O,Z N ) Los componentes son censurados si y solamentesi Z; < k; .

iii)
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También tenemos que Z, |(Zf < kf) ~ TSI, (,uz,Zz,v;Df), con

D ={(x,..0x, ) € R”; x, < kf, i€ CY, (24)

donde C es el conjunto de indices para los componentes censurados; por consiguiente,
hacemos d; =49 para i ¢ C en (14).

Utilizando la Proposicion 5, con Z l-O vZ ,-c desempefiando el papel de Yl y Y 2,
respectivamente, y la Definicion 1, tenemos que
270 = 20,2 <k ~TSL, (1 25 v+ p,iDy ),

donde P, y P. son las dimensiones de los vectores Z; y Z:, respectivamente, y Ay ch'o
son dados en (16) y (17), respectivamente. Asi,

) f;(§+v+1,i’j
u, = EU, |V,]= EEWU, | Z)|V,)= E| 222"

2 2

i, = FLBUZ, | 2,11V, = E[vec(BIU, | 22} EIU, | 2)20)1 20 = 0.2, < K ] =vee[u gt e )

o _ _o c c
| Z) =2, Z; <k |,

l

77

~ —T
- z°zt zezer uz’z" zZuz’
uz! =EUZZI\V)=E\EU,|Z) " 0 (120 =2.2; <k |=| 7 T,
ZI-CZI-O ZICZIC /\c oT c cT
uz; z; uz; z;
donde
— ) E(SWH’?)
uzé = E p5 u Z\Z0 =207 <k |y
i Pl(p—'_v’lj
2 2
, 9 R[§+v+1, ’)
uz'zl =E p5 Y L2\ 20 =22 < k|
i E(p+v,ij
2 2
Con relacion a los restantes valores esperados, tenemos
E[xU, |V, =v,]= [[xum(x,u, |v)dxdu, = E[x,|U, =u,V, = vi]E[Ui V.=v,] (25)

donde n(-) denota una funcién de densidad de probabilidad genérica.

Por la propiedad de esperanza condicional dada en la ecuacion (22), tenemos

E[x U,V ]=E[E[%1U,Z]IU, V)
En consecuencia,
u +ob' Q! (Zl. - a)
1+02p"Q7'p

ux, = E[E[x, |U,.Z,]|U,.V,JELU, |V, = E UV, [ELU, V1=
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W EU V]+6b"QE[ Z,|U,V,|EIU, |V,]-02b"U ™ aE[U, | V]
- 1+02p"Q7'b

Pero .
E[Zi |Ui’Vi]E[Ui V1= EUZ |V,]=uz,

Por (2.9) tenemos que K, =a+ b,ux ; entonces, d = U, —b,ux . Asi

- 21 Ty-1. 23 Ty-17 -~
—~ pu+ob'Q uz,—o b’ QA (i, —bu )u, ~ —~ ~
ux; = 1+02b'0 ' =/uxui+¢(uzi _/uzui) (26)
donde
21Ty 7-1
o.b'U (27)

U b

De forma semejante, obtenemos

— —~T /\2 R —~T
Uxz, = fLuz, +(p(uzi —1,uz ) (29)
donde )
o
=—x 30
1+02p"U'b (30)
3.4.2. Paso CM

Cuando el paso M del algoritmo EM es complicado, este puede ser simplificado
realizando el proceso de maximizacidén condicional a alguna funcion de los parametros que

estén siendo estimados. Dada la estimacion actual 6=8" en la k-ésima etapa, el paso CM
del algoritmo ECM (Meng y Rubin, 1993) consiste en la maximizacion condicional de la
funcién Q dada en (19). El ECM substituye cada paso M del algoritmo EM de Dempster et
al. (1977) por una secuencia de S pasos de maximizacion condicional, llamados pasos CM,
cada uno de los cuales maximiza la funcion Q sobre 6 pero con alguna funcién vectorial de 6
, COMO ( g(9).....g, (9)), fijado en su valor anterior. EnAr(ll}}lestro caso, por ejemplo, primero
maximizamos condicionalmente la funcion Q,(a,B,¢|0 ) en (21) sobre & fijando los
5 n (k)
valores [ Zﬂ(k) y ¢=¢(k). Entonces maximizamos Q,(a,5,¢|0 ) sobre g fijando los
valores o =g y ¢ = ¢(k) y asi por delante. Obtenemos las siguientes expresiones cerradas:
GFY — () _ () B(k) ,

= Zu _xu

SON T N D sk o
A Z . — Z. .
ﬁ(k“) — nu o izl i i

Y n /\(k) n —~(k 2
mft(k)zizluxiz —( [=luxi( )]

~ (k+1) a ) ~(k —~ (k)"
s :izi_(uzizll —2ule.i )+uxi2 )

2
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k+1) (k) ~2(k+1) =5 (k) ~ (k1)
j+l Zl 1( i 1+1) j+1) aj +ux IBj
~ (k) —~(k+1) /\(k+1) (k+1) —~ (k) —~(k+1) .
2ux, «a; ’ z(,+1)ﬂ —2uzl.(j+l)aj ), j=L...,r

—~(k+1
ux( '=x®

S ] (TS (k) o~ (k) (k) ~2(k1)

Gj = z i [uxiz - 2u‘xi lux + ui lux

n i=l

dond (k) i f(k)_Zi:qul 0 L ~(®) e ONN a —~ T

onde S~ N T < YU :HZ" ;oconuz,  =\uz;,,....uz;, |y
=1 ¢ Zi:l i

/\*(k) o~ e~ T

uxz, :(ule.z, ..,uxzip) .

3.5 Matriz de informacion observada

Con el fin de obtener las estimaciones de los errores estdndar para el vector de
parametros @, calculamos antes la matriz de informacion observada. Bajo algunas condiciones
de regularidad, seguimos Lin (2010) para encontrar un método basado en informacion para
obtener la covarianza asintética de los estimadores de méaxima verosimilitud de los pardmetros
del MEMC-SI. Como fue definido por Meilijson (1989), la matriz de informacion empirica
puede ser calculada como

1012)=3"" 5(Z,10)s"(Z,] 9)—%3(2 |0)S™(Z]0)
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